
лекция 1,2.
определения: тензорное поле типа (r, s), канонический базис, отображение порождаемое подстанов-

кой, симметрическое тензорное поле, кососимметрическое тензорное поле, знак подстановки, проектор,
проектор симметризации, проектор альтернирования.

1. Докажите, что система тензорных полей (ei1 ⊗ . . .⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejs) линейно независима.
2. Докажите, что любое тензорное поле типа (r, s) представимо в виде линейной комбинации тензорных

полей (ei1 ⊗ . . .⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ . . .⊗ ejs).
3. Докажите, что (τ ◦ σ)(t) = σ(τ(t)).
4. Докажите, что если тензорное поле кососимметрично, то его значение меняется на противоположное

при перестановке любых двух аргументов.
5. Докажите, что если значение тензорного поля меняется на противоположное при перестановке лю-

бых двух аргументов, то это тензорное поле кососимметрично.
6. Докажите, что если тензорное поле симметрично, то его значение не меняется при перестановке

любых двух аргументов.
7. Докажите, что если значение тензорного поля не меняется при перестановке любых двух его аргу-

ментов, то оно симметрично.
8. Докажите, что образ проектора симметризации есть множество симметрических тензорных полей.
9. Докажите, что отображение Sym является C∞(M)-линейным.
10. Докажите второе условие из определения проектора для отображения Sym.
11. Выразите компоненты тензорного поля Sym t через компоненты тензорного поля t типа (0,3) (это

не опечатка!).
По доказательству 5. могут возникнуть вопросы. Посмотрите этот пункт заранее. Если будет сложно-

сти – пишите! По остальным заданиям также принимаю вопросы в письменном виде.
лекция 3.
определения: операция внешнего умножения, операция тензорного произведения, r-форма, отображе-

ние альтернирования, кососимметричное тензорное поле, псевдо-риманова структура, риманова структу-
ра, поднимите индекс у тензорного поля {tij}, опустите второй индекс у тензорного поля {tij}, поднимите
нижний индекс и опустите верхний индекс у тензорного поля {tij}.

1. Докажите, что ω1 ∧ (ω2 + ω3) = ω1 ∧ ω2 + ω1 ∧ ω3.
2. Докажите, что для любой σ ∈ Sr и любого t ∈ T0

r(M) имеем σ ◦Alt(t) = ε(σ)Alt(t).
3. Докажите, что для любой σ ∈ Sr и любого t ∈ T0

r(M) имеем Alt ◦ σ(t) = ε(σ)Alt(t).
4. Докажите, что Alt(Alt(t1)⊗ t2) = Alt(t1 ⊗ t2).
5. Докажите, что Alt(t1 ⊗Alt(t2)) = Alt(t1 ⊗ t2).
6. Докажите, что ω1 ∧ (ω2 ∧ ω3) = (ω1 ∧ ω2) ∧ ω3.
7. Докажите, что для 1-форм ω и θ имеет место формула ω ∧ θ = −θ ∧ ω.
8. Докажите, что компоненты 2-формы совпадают с ее координатами в каноническом базисе 2-форм.
9. Докажите, что компоненты 3-формы совпадают с ее координатами в каноническом базисе 3-форм.
10. Докажите, что для r-формы ω и s-формы θ имеет место равенство ω ∧ θ = (−1)rsθ ∧ ω.
11∗. (задача из журнала Квантик) Пусть на канатной дороге 40 кабинок. Вы садитесь на канатную

дорогу, чтобы подняться на вершину горы. Сколько кабинок Вы встретите по дороге?
лекция 4.
определения: римановой структуры, псевдо-римановой структуры, римановой связности, обобщенных

символов Кристоффеля, ковариантной производной тензорного поля, связности, контравариантного мет-
рического тензора.

1. Вывести формулу, задающую риманову связность.
2. Докажите, что отображение ∇, задаваемое формулой

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y,Z], X),
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линейно по первому аргументу.
3. Докажите, что отображение ∇, задаваемое формулой

2g(∇XY,Z) = X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X),

удовлетворяет правилу Лейбница по второму аргументу.
3. Докажите, что отображение ∇, задаваемое формулой

2g(∇XY,Z) = X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X),

удовлетворяет тождеству ∇Xg = 0.
4. Докажите, что отображение ∇, задаваемое формулой

2g(∇XY,Z) = X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X),

удовлетворяет тождеству S(X,Y ) = 0.
5. Используя формулу

2g(∇XY,Z) = X(g(Y,Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X),

вычислите обобщенные символы Кристоффеля римановой связности.
6. Запишите тождество X(g(Y, Z))− g(∇XY,Z)− g(Y,∇XZ) = 0 в компонентах.
7. Докажите, что контравариантное метрическое тензорное поле является ковариантно постоянным в

римановой связности.
8∗. (задача В. Арнольда) У Маши не хватило на покупку букваря 7 копеек, а у Миши – 1 копей-

ки. Ребята решили купить один букварь на двоих, но у них все-равно не хватило денег. Сколько стоил
букварь?

лекция 5.
определения: тензора кривизны связности, римановой структуры, ковариантного тензора Римана-

Кристоффеля, почти эрмитова структура, почти контактная метрическая структура
Выпишите на отдельный лист бумаги формулы (ими можно будет пользоваться при написании про-

верочной работы)

Rabcd =
∂Γadb
∂xc

− ∂Γacb
∂xd

+ ΓmdbΓ
a
cm − ΓmcbΓ

a
dm.

2Γ`ijg`k =
∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj

− ∂gij
∂xk

.

∂gjk
∂xi

− gtkΓtij − gjtΓtik = 0.

1. Выведите формулу для Rak,ij и покажите, что Rak,ij = −Rka,ij .
2. Выведите формулу для Rak,ij и покажите, что Rak,ij = Rij,ak.
3. Докажите, что для почти эрмитовой структуры g(X,JY ) + g(JX, Y ) = 0.
4. Докажите, что для почти эрмитовой структуры (J, g) и римановой связности метрики g верно тож-

дество g(∇X(J)(Y ), Z) + g(Y,∇X(J)Z) = 0.
5. Запишите тождество g(∇X(J)(Y ), Z) + g(Y,∇X(J)Z) = 0 в компонентах ковариантного дифферен-

циала.
6. Докажите, что для почти контактной метрической структуры (Φ, η, ξ, g) имеет место тождество

η(X) = g(ξ,X).
7. Примените оператор ∇X к условию g(ΦY,ΦZ) = g(Y,Z)− η(Y )η(Z).
8. Запишите тождество g(∇X(Φ)Y,ΦZ) + g(ΦY,∇X(Φ)Z) = −(∇X(η)Y )η(Z) − η(Y )∇X(η)Z в компо-

нентах ковариантных дифференциалов.
лекция 6.
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определения: связность на многообразии, почти эрмитова структура на многообразии, почти контакт-
ная метрическая структура на многообразии, тензор аффинной деформации.

1. Выразите тензор Нейенхейса N(X,Y ) = 1
4 (−[X,Y ] + [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]) через ковари-

антную производную J в римановой связности.
2. Запишите в компонентах ковариантного дифференциала тождествоN(X,Y ) = 1

4 (∇JX(J)Y−∇JY (J)X+

∇X(J)(JY )−∇Y (J)(JX)).
3. Получите соотношение между N(JX, Y ) и JN(X,Y ).
4. Получите соотношение между N(X, JY ) и JN(X,Y ).
5. Докажите, что ∇̃X(J)Y = ∇X(J)Y , где ∇̃ = ∇+ T , ∇ – риманова связность метрики g, T (X,Y ) =

ψ(X)Y + ψ(Y )X − ψ(JX)JY − ψ(JY )JX.
6. Пусть T (X,Y ) = ψ(X)Y +ψ(Y )X−ψ(JX)JY −ψ(JY )JX. Выразите∇X(T )(Y,Z) через ковариантные

производные J и ψ в римановой связности метрики g.
7. Докажите, что для почти контактной метрической структуры g(ΦX,Y ) + g(X,ΦY ) = 0.
8. Докажите, что для почти контактной метрической структуры g(∇Xξ, ξ) = 0. Выведите из этого, что

∇X(η)ξ = 0.
9. Выразите через ковариантные производные эндоморфизма Φ отображение N(X,Y ) = 1

4 (Φ2[X,Y ] +

[ΦX,ΦY ]− Φ[X,ΦY ]− Φ[ΦX,Y ]).
10. Выпишите результат предыдущей задачи на отдельный лист и запишите это тождество в компо-

нентах ковариантного дифференциала Φ.
11∗. (задача В.Арнольда) Из А в В и из В в А на рассвете (одновременно) вышли навстречу друг другу

(по одной дороге) две старушки. Они встретились в полдень, но не остановились, а каждая продолжала
идти с той же скоростью, и первая пришла (в В) в 4 часа дня, а вторая (в А) в 9 часов вечера. В котором
часу был в этот день рассвет?

лекция 7.
определения: тензор Бианки, тензор Риччи тензора Бианки, скалярная кривизна тензора Бианки,

симметричное тензорное поле типа (2,0), риманова метрика, тензор Римана-Кристоффеля.
1. Докажите, что тензорное поле gijkl = gikgjl − gilgjk является тензором Бианки.
2. Переведите равенство gijkl = gikgjl − gilgjk в инвариантный вид.
3. Докажите, что тензор Риччи для любого тензора Бианки является симметричным тензорным полем.
4. Докажите, что отображение Ric является C∞(M)-линейным отображением.
5. Докажите, что множество всех тензоров Бианки образует C∞(M)-модуль.
6. Докажите, что отображение Ric является сюръективным.
лекция 8.
определения: тензор Бианки, тензор Вейля, тензор Эйнштейна, конформное преобразование, тензор

Риччи, скалярная кривизна.
1. Выразите компоненты тензора Бианки Pijk` через компоненты тензора Риччи и скалярную кривизну

при n = 3.
2. Докажите, что g̃ = e2fg является римановой структурой.
3. Докажите, что g̃ij = e−2fgij .
4. Докажите, что если f – константа, то R̃ijk` −Rijk` = 0.
5. Используя формулу R̃ijk` −Rijk` = Sjkδ

i
` − Sj`δik − gipg`jSpk + gipgkjSp`, выразите Sjk через тензоры

Риччи и скалярные кривизны.
6. Используя формулы e−2f R̃tj,k` − Rtj,k` = gt`Sjk − gtkSj` − g`jStk + gkjSt` и Sj` = − r̃j`−rj`n−2 +

gj`
e2f κ̃−κ

2(n−1)(n−2) , докажите, что тензор Вейля конформной кривизны является конформным инвариантном.
7∗. Докажите, что P = Q(RicP ) для тензора Бианки Pijk` = gikSj` + gj`Sik − gi`Sjk − gjkSi`.
8∗∗. Проведите подробные вычисления разности R̃ijk` −Rijk`.
лекция 9.
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определения: оператор внешнего дифференцирования, r-форма, внешнее произведение форм, скобка
Ли векторных полей, связность, оператор альтернирования, операция тензорного произведения.

1. Докажите корректность определения d (однородность) для 1-формы.
2. Докажите корректность определения d (однородность) для 2-формы.
3. Докажите формулу d ◦ d = 0 для 1-формы.
4. Докажите формулу d ◦ d = 0 для 2-формы.
5. Докажите формулу d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ − ω ∧ dθ для 1-форм.
6. Докажите формулу d(fω) = df ∧ ω + fdω для 1-формы ω и функции f .
7. Докажите формулу d(fΩ) = df ∧ Ω + fdΩ для 2-формы Ω и функции f .
лекция 10.
определения: оператор внешнего дифференцирования, ковариантная производная тензорного поля,

ковариантный дифференциал тензорного поля, форма, компоненты тензорного поля в карте.
1. Докажите, что d(xi ◦ ϕ) = dxi.
2. Докажите, что dω(X,Y ) = ∇X(ω)Y −∇Y (ω)X.
3. Выразите компоненты dω через компоненты ω в натуральном базисе карты.
4. Докажите, что dΩ(X,Y, Z) = ∇X(Ω)(Y, Z) +∇Y (Ω)(Z,X) +∇Z(Ω)(X,Y ).
5. Выразите компоненты 3-формы dΩ через компоненты Ω.
лекция 11.
определения: дифференциал гладкого отображения, касательный вектор как класс эквивалентных пу-

тей, касательный вектор как инфинитазимальное дифференцирование, инфинитазимальное дифферен-
цирование, гладкое отображение многообразий, координаты касательного вектора, натуральный базис
касательного пространства, локальная карта.

1. Докажите корректность определения дифференциала отображения (правило Лейбница).
2. Докажите корректность определения дифференциала отображения (однородность).
3. Докажите R-линейность дифференциала отображения (однородность).
4. Докажите, что (ψ∗)φ(p) ◦ (φ∗)p = ((ψ ◦ φ)∗)p.
5. Докажите, что ((φ−1)∗)φ(p) = ((φ∗)p)

−1.
6. Докажите, что (φ∗)p

(
∂
∂xi

∣∣
p

)
= ∂yj

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

∂
∂yj

∣∣∣
φ(p)

.

7. Докажите, что (φ∗)pξ = ξi ∂y
j

∂xi

∣∣∣
ϕ(p)

∂
∂yj

∣∣∣
φ(p)

.

8. Докажите, что если пути γ1 и γ2 эквивалентны, то пути φ ◦ γ1 и φ ◦ γ2 также эквивалентны.
лекция 12.
определения: дифференциал отображения (вектор – инфинитазимальное дифференцирование), диф-

ференциал отображения (вектор – класс эквивалентных путей), отображение антиувлечения r-ковекторов,
отображение увлечения тензоров, отображение антиувлечения тензоров.

1. Докажите, что (φ∗)pξ = η, где η = [φ ◦ γ].
2. Докажите, что (ϕ∗)p

(
∂
∂xi

∣∣
p

)
= εi и выведите из этого, что (ϕ∗)p = rϕ.

3. Пусть φ : M → N – диффеоморфизм. Докажите, что (φ∗φ(p))
−1 = (φ−1)∗p.

лекция 13.
определения: φ-связанных векторных полей, антиувлечение r-форм, отображение увлечения тензорных

полей, отображение антиувлечения тензорных полей, операция внешнего дифференцирования, операция
внешнего умножения.

1. Докажите, критерий φ-связанных тензорных полей.
2. Докажите, что φ∗[X1, X2] = [φ∗X1, φ∗X2].
3. Докажите, что (ψ ◦ φ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗.
4. Докажите, что (ψ ◦ φ)∗ = φ∗ ◦ ψ∗.
5. Докажите, что (φ∗ω)p = φ∗φ(p)(ωφ(p)).
6. Докажите, что φ∗(ω1 ∧ ω2) = φ∗ω1 ∧ φ∗ω2.
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7. Докажите, что d(φ∗ω) = φ∗(dω).
лекция 14.
определения: регулярное в точке отображение, погруженное подмногообразие, подмногообразие, вло-

женное подмногообразие, матрица Якоби отображения φ в точке p.
1. Докажите, что отображение φ : Mn → Nm регулярно в точке p тогда и только тогда, когда его

матрица Якоби имеет ранг n.
2. Пусть отображение φ : R2 → R4 с каноническими гладкими структурами задано в картах формулами

y1 = cosx1, y2 = sinx1, y3 = cosx2, y4 = sinx2. Будет ли это отображение регулярным?
3. Пусть отображение φ : R1 → R2 задано уравнениями y1 = x, y2 = x2 (x в квадрате), где x –

координата в карте (R1, id), (y1, y2) – координаты в карте (R2, id). Будет ли отображение регулярным?
4. Пусть дано отображение φ : R1 → R1 по формуле y = x2, где x – координата в карте (R1, id), y –

координата в карте (R1, id). Будет ли отображение φ регулярным?
5. Отобразите интервал (0, 1) в плоскость R2 так, чтобы получилось а) погруженное подмногообразие,

б) подмногообразие, в) вложенное подмногообразие.
лекция 15.
определения: распределение, r-мерное распределение, кораспределение, r-мерное кораспределение, ин-

волютивное распределение, ассоциированное кораспределение
1. Приведите пример 1-мерного распределения и пример распределения, не являющегося r-мерным

распределением.
2. Пусть D – r-мерное распределение. Докажите, что ассоциированное кораспределение является (n−

r)-мерным.
3. Докажите, что X ∈ D тогда и только тогда, когда ωa(X) = 0 для любого a.
4. Пусть распределение D инволютивно. Докажите, что существуют формы ωab такие что dωa = ωab ∧ωb.
5. Пусть для форм Пфаффа {ωa} существуют формы ωab такие что dωa = ωab ∧ ωb. Докажите, что D

инволютивно.
лекции 16, 17.
определения: интегральное многообразие распределения, интегральное многообразие максимальной

размерности, распределение, локальный поток, интегральная кривая векторного поля, локальная группа
диффеоморфизмов, φ-связанные векторные поля, дифференциал отображения, инволютивное распреде-
ление.

1. Докажите, что распределение D = {fX, f ∈ C∞(M)} является инволютивным.
2. Докажите, что в некоторой окрестности каждой точки существует единственная интегральная кри-

вая векторного поля.
3. Постройте локальный поток по векторному полю и докажите, что он удовлетворяет двум свойствам.
4. Как соотносятся дифференциалы (ϕ∗)

−1xy и ((ϕ−1)∗)xy?
5. Докажите, что ΦX(ΦX(p, t1), t2) = ΦX(p, t1 + t2).
6. Докажите, что ΦX(p, ct) = ΦcX(p, t).
7. Докажите, что Φϕ∗X(p, t) = ϕ ◦ ΦX(ϕ−1p, t).
8. Определите отображение Ft0 и докажите, что {Ft} – группа диффеоморфизмов.
9. Докажите, что X(f) = limt→0(f ◦ Ft − f).
лекции 18, 19.
определения: производная Ли (два вида), увлечение тензора, увлечение тензорного поля, ковариант-

ный дифференциал тензорного поля, выражение компонент ковариантного дифференциала тензорного
поля через компоненты ковариантной производной, локальный поток, локальный диффеоморфизм Ft,
связность, компоненты тензорного поля.

1. Докажите, что для тензорного поля t типа (r, s) имеет место равенство (φ∗)ptp = (φ∗t)φ(p).
2. Докажите, что LXY = [X,Y ].
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3. Докажите, что LXf = X(f).
4. Пусть ω – 1-форма. Вычислите LXω и запишите ее компоненты через частные производные ω и X.
5. Пусть ω – 1-форма. Выразите LXω через ковариантную производную (связность без кручения)

формы ω и поля X. Запишите в компонентах ковариантного дифференциала.
6. Пусть L – эндоморфизм. Вычислите LXL и запишите его компоненты через частные производные

L и X.
7. Пусть L – эндоморфизм. Выразите LXL через ковариантную производную L (связность без круче-

ния) и X. Запишите в компонентах ковариантного дифференциала.
8. Докажите, что (LξΦ)(X) = ∇ξ(Φ)X −∇X(Φ)ξ−Φ(∇ΦX(Φ)ξ) + (∇ΦX(η)ξ)ξ. Запишите это равенство

в компонентах ковариантного дифференциала.
9. Докажите, что (LΦXη)(Y ) = ∇ΦX(η)Y + η(∇Y (Φ)X). Запишите это равенство в компонентах кова-

риантного дифференциала.
10. Докажите, что (Lξη)(X) = ∇ξ(η)X−∇X(η)ξ. Запишите это равенство в компонентах ковариантного

дифференциала.
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